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壹●前言 
 
一、研究動機 
 

在國中理化課程裡，我們已經對熱力學有初步的認識，到了高中，因為就讀

化工科，學習更多的專業科目，讓我們有機會更進一步了解熱力學，並且討論其

不同變因與狀態的實驗結果。 
 
高一下的普通化學第十七章「核化學」裡有提到放射衰變率（radicative decay 

law），這裡需要用到指數的基本運算，當時我們的指數觀念只停留在整數次方，

而任課老師在上課也有提到：「高一下的數學課會學到指數與對數的運算，記得

要好好學，之後在高二的化工裝置這門課裡，我們會討論熱力學上的一些平均數，

其中有一個很特別的對數平均數唷！」當時我們對此產生了無比的好奇心，因為

有學過算術平均數和幾何平均數，但對於對數平均數則是毫無頭緒。 
 
到了高二，在化工裝置課本上學到對數平均數，它出現在圓管情形下的傅立

葉熱傳導方程式中，不過在看完課本後，發現它並沒有任何推導過程，也沒有清

楚的敘述為何要使用對數平均數來處理圓管情形的熱傳導，為了解決心中的疑惑，

先請教了化工裝置老師，老師說這需要用到微積分來證明，但，我們還不會微積

分的技巧，便再去請教數學老師，結果我們發現在高中數學課程裡，並沒有提到

對數平均數，數學老師也鼓勵我們找出答案，因此，我們一起展開了這次小論文

的主題研究！ 
 
二、研究目的 
 

運用指數與對數的基本技巧，配合微積分的手法，找出傅立葉熱傳導方程式

在圓管情形需使用對數平均數的目的及意義，並討論在其他情形的熱傳導中，會

不會有其他的平均數產生，藉由公式分析比較，加深對化工裝置熱力學的一般情

形(不含熱阻、多層串聯或並聯等狀況)的運算；另外，以積分求面積的手法，求

出對數平均數與算術平均數、幾何平均數之間的大小關係。 
 
三、研究方法 
 

 
 

 
 
 

擬定研究主題	 找尋相關資料	 進行主題討論	

請教科任老師	 撰寫論文報告	提出結論建議	
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貳●正文 
 
一、關於熱 
 

當一系統中有溫差存在時，或當兩不同溫度之物體互相之接觸時，就會有能

量傳遞發生，此種由溫度差所引起之能量傳遞，稱為「熱輸送」（heat transfer）。

這個觀念是由 1822 年法國科學家的約瑟夫．傅立葉（Joseph Fourier）所提出，

熱是能量會從高溫處流向低溫處，無論進行物理操作或化學反應操作幾乎都伴隨

著熱能量的變化，關於熱輸送的方式有下列三種： 
 
1. 傳導 

 
熱量藉由物質的媒介，從高溫處傳到低溫處的傳熱方式，傳導的媒介物質可

以是固體、液體或氣體。單純的導熱是由於物體內分子、原子或自由電子等微觀

力子的運動，將熱能從高溫區域傳遞到低溫區域的過程，而物體內部分子或質點

並不發生巨觀的位移。 
 
2. 對流 

 
傳熱的媒介若是流體時，可因流體的流動而使高溫流體與低溫流體發生混合

而傳熱，稱為對流傳熱，熱對流是流體各部分質點間發生相對位移，因水的密度

變低產生浮力所造成，稱為自然對流，若在攪拌器的作用下，流體各部分質點可

發生相對位移，稱為強制對流。 
 
3. 輻射 

 
輻射是一種通過電磁波傳遞能量的過程，物體會因各種原因發出輻射能，其

中由於物體本身熱的原因而發出輻射能的過程稱為熱輻射。以電磁波的形式在空

中傳播，當遇到另一物體時，又被部分地或全部地吸收，重新轉變為熱能，可見

輻射傳熱不僅是能量的轉移，還同時伴有能量形式的轉化，可見輻射傳熱不需媒

介，也能在真空中傳播。 
 
二、名詞解釋 

 
qr ：熱流率（W）表示單位時間通過一截面積的能量。 

k：熱傳導係數（
 

W
m!C

）表示物質傳導熱量能力的指標，值愈大愈易導熱。 

dT ：壁面溫度變化（ 
!C） 
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dx：傳熱厚度（m） 
A：壁面面積（m2 ） 

依傅立葉傳導定律（Fourier’s law of conduction）方程式qr = −k dT
dx

A，我們

將 k 定為一常數，不與壁面溫度改變 dT 有關。而方程式中的 A 可代入平板、圓

管和空心球體等不同的形態的面積求出熱流率。熱流率為單位時間通過一截面積

的能量，截面積又會因為物體的不同而有所變化，若是一片火爐的爐壁呈平板狀，

當爐壁各點的溫度保持不變時（恆溫狀態），熱量會由高溫的一面向另一面流動，

則qr = −k dT
dx

A，其中壁面面積 A 取長乘以寬代入即可得熱流率，但當在圓球或

是圓管中時，壁面面積 A 將有特別的事發生，它們彼此碰撞出新火花，是個十

分有趣的現象，下面與你一同探討、導出隱身在內的公式。 
 
在討論之前，因為球殼的熱傳導方程式中，我們會用到幾何平均數的想法，

因此，先介紹一個常見的絕對不等式--算幾不等式：對任意正實數 a，b，我們有

a + b
2

≥ ab ，其中
a + b
2

稱之為算術平均數， ab 稱之為幾何平均數，而其等號

成立時，a = b。	
 
三、隱身在空心球體(Hollow Sphere)中的幾何平均數 

                       
    圖一、化工廠的球形貯槽                  圖二、球殼邊界值圖示 
 

在化工廠中的液化氣體貯槽，一般製成圓球形，並包覆著厚層的絕熱材料，

以減少槽內液體的汽化，而這種貯槽的絕熱材料呈現厚球殼狀，因此，在熱傳導

中，我們有興趣討論球殼的情形。假設球體半徑為 r，因此圓球表面積為 4πr2，

故由傅立葉方程式知 

qr = −k dT
dr

A = −k dT
dr
(4πr2 )........……………................(*) 	

若再給定邊界值條件：球體內徑為 ri、外徑為 ro，球內溫度為Ti、球外溫度為To 。	
對(*)移項整理後，以給定的邊界值做積分	
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qr
1
r2
dr = (−4πk)dT

Ti

To∫ri

ro∫   

積分後得 

qr (−
1
ro
)− (− 1

ri
)

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −4πk To −Ti( )  

移項後得  

qr =
4πk Ti −To( )
1
ri
− 1
ro

= −k (To −Ti )
ro − ri

4πriro

	
	

我們觀察到 4πriro = 4πri
2 4πro

2 ，這恰為數學上的幾何平均數，因此，當我

們在討論球殼的熱傳導，通常直接將傅立葉方程式中的壁面面積取球殼半徑的幾

何平均數代替之。 
 
四、隱身在圓管(Long, Hollow Cylinder)中的對數平均數 
 

 
圖三、圓管邊界值圖示 

 
蒸汽輸送管及熱交換器的傳熱管，為了減少熱損失，大多會在外表包覆保溫

材料，這層保溫材料的形狀呈厚圓管狀。假設圓管長度為 L，半徑為 r，則圓管

的表面積為2πrL，故由傅立葉方程式知 

qr = −k dT
dr

A = −k dT
dr
(2πrL).............……………........(**) 	

相同地，給定邊界值條件：管內徑為 ri、管外徑為 ro ，管內溫度為Ti 、管外溫度

為To ，對(**)移項整理後，以給定的邊界值做積分	

qr
1
r
dr = (−2πL)k dT

Ti

To∫ri

ro∫ 	

積分後得	

qr ln ro − ln ri( ) = −2πLk(To −Ti )  
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移項整理得 

qr =
−2πLk(To −Ti )
ln ro − ln ri

	

化簡成	

qr = −k To −Ti
ln ro − ln ri

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2πL = −k To −Ti

ro − ri

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2π ro − ri

ln ro − ln ri

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
L 	

 

我們觀察到
ro − ri

ln ro − ln ri
這個特殊的圓管半徑值為對數平均數，因此，當我們

在討論圓管的熱傳導，通常直接將傅立葉方程式中的壁面面積取圓管半徑的對數

平均數代替之。 
 
五、對數平均數與算術平均數、幾何平均數 
 

在第四點的圓管熱傳導中，我們得到了對數平均數這個特別的數值，因此對

於他與我們學過的算術平均數、幾何平均數之間的關係有著無限的想像，所以就

再去找了相關的文章，得到了以下的漂亮結果： 
 
做 f (x) = ex 的圖形，取0 < a < b，估計 f (x)在 lna到 lnb的面積。因為 f (x)是

凸函數，因此	

e
lna+lnb
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
(lnb − lna) < ex dx < e

lnb + elna

2
(lnb − lna)

lna

lnb

∫
	

	
圖四、利用上和與下和將 f (x)＝ex 在 ln a 到 ln b 的面積做估計 

 
也就是說	

e
lna
2 ⋅e

lnb
2 (lnb − lna) < elnb − elna < b + a

2
(lnb − lna) 	

化簡後得到	

ab < b − a
lnb − lna

< a + b
2
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這告訴我們，對數平均數是介在幾何平均數與算術平均數之間呢！	 	
	

六、可用算術平均數取代對數平均數之特例說明	
	
上面第五點有這麼漂亮的結果，而算術平均數又是在計算上比較好處理的，

因此，在圓管熱傳導方程式中，觀察到另一件特別的事情：若圓管的外徑與內徑

比值是介在 1 到 2 之間（也就是說1< ro
ri
< 2），則壁面面積的對數平均數

ro − ri
ln ro − ln ri

可以用算術平均數
ro + ri
2

取代之。	

	

令 f (x) = x −1
ln x

與 g(x) = x +1
2

，則我們利用 GeoGebra 輔助作出圖五說明，若

1< x < 2時，
x −1
ln x

< x +1
2

，且誤差皆小於 4％，那麼令 x = ro
ri

，則	

ro
ri
−1

ln ro
ri

<

ro
ri
+1

2
	

不等式兩邊同乘 ri 後，化簡得
ro − ri

ln ro − ln ri
< ro + ri

2
，符合第五點的結果。因此，在

外徑與內徑比值介在 1 到 2 之間時，可以取算術平均數估算熱流率。	
	

	
圖五、當外徑與內徑比值介於 1 到 2 之間時，兩條曲線的誤差確實不大 
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叁●結論 
 
  熱有三種傳熱方式：傳導、對流與輻射，而在這篇文章中，我們討論熱傳導；

傅立葉的熱傳導方程式會因熱流的接觸面積不同，而需使用不同的壁面面積代入

其中。一般情形下，在平板中的壁面面積 A 直接取長乘以寬即可求出熱流率；

在球殼的壁面面積 A，我們在以上的文章中，有證明出需取球殼半徑的幾何平均

數 4πriro ，帶回(*)求出熱流率；而在圓管的情形，我們也有證明是取管徑的對數

平均數
ro − ri

ln ro − ln ri
，再帶入(**)中求熱流率，另外，若外徑與內徑的比值

ro
ri
< 2時，

可以直接用
ro + ri
2

取代
ro − ri

ln ro − ln ri
算出熱流率（誤差不大）；最後，我們得到了對

數平均數是介在幾何平均數與算術平均數之間的美妙結果。 
 
這篇文章裡，我們將數學與化工結合，正所謂數學是科學之母，就是這個意

思吧！做完有關這篇平均數的小論文以後，我們對於熱傳導有更深入的研究，除

了在數學上將對數平均數給予定義外，也讓化工裝置課本中沒有說清楚的部分加

以註解，對於今後有相同問題的化工子弟們，能因為這一篇小論文對熱傳導方面

有更清楚的認知。 
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