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加法幻式挖挖挖 

    

壹壹壹壹、、、、    摘要摘要摘要摘要    

一、根據加法幻式定義，運用簡易的加法配合排列組合方法，我們先行求出較小母數的加

法幻式個數。 

二、將一些較小母數的加法幻式個數形成數列統整歸納成表，並將數列相鄰兩數相減形成

另一數列，如法泡製直到最後之數列公差是 1 為止，再來尋找數列間的規律性，並嘗

試推演利用母數 N 來表示加法幻式個數的假設公式。 

三、利用定義方法和化繁為簡的類型方法繼續求出較大母數或其它子數型來演繹驗證假設

公式是否適用？結果發現假設公式完全通過大數考驗。 

四、母數 N 若能分解成 m 個子數的和數，而且子數經由排列組合後形成不同形式的加法幻

式，其加法幻式個數之速算式如下： 
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由左至右(m-1)個式子連乘積 

其中 N,m是正整數 
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貳貳貳貳、、、、    研究動機研究動機研究動機研究動機    

    在數學課本裡有個數列的單元，是有關於如何尋找數列的規律性。老師補充介紹蘊含數

列問題的加法幻式，希望我們能舉一反三找出其它子數型式的幻式個數，我們很好奇的

想試著做做看，做出來的結果老師很滿意，並且鼓勵我們繼續研究是否能找出加法幻式

個數數列的規律性。後來，我們就在老師的指導下深入研究此一問題，希望能有突破性

的發現。 

 

 

參參參參、、、、    研究目的研究目的研究目的研究目的    

一、依定義找出較小母數的加法幻式個數 

二、能觀察分類並找出較大母數的加法幻式個數 

三、能歸納結果的規律性並推演出假設公式 

四、能演繹驗證假設公式是否能通過大數考驗 

 

肆肆肆肆、、、、    研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材    

一、紙 

二、筆 

三、計算機 

 

伍伍伍伍、、、、研究過程與結果研究過程與結果研究過程與結果研究過程與結果    

一一一一、、、、    加法幻式的定義加法幻式的定義加法幻式的定義加法幻式的定義    

    老師補充介紹加法幻式的定義加法幻式的定義加法幻式的定義加法幻式的定義：「一個母數若可分解成二個或二個以上子數之和數一個母數若可分解成二個或二個以上子數之和數一個母數若可分解成二個或二個以上子數之和數一個母數若可分解成二個或二個以上子數之和數，，，，則則則則

經由排列組合可形成不同形式的加法算式經由排列組合可形成不同形式的加法算式經由排列組合可形成不同形式的加法算式經由排列組合可形成不同形式的加法算式。。。。」註：母數、子數皆屬於正整數。 

本研究主要是想逐步探討任意母數某子數型下的加法幻式個數所蘊含之數列問題。 
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二二二二、、、、    依定義找出二子數型的加法幻式個數依定義找出二子數型的加法幻式個數依定義找出二子數型的加法幻式個數依定義找出二子數型的加法幻式個數    

1. 母數 1，因為無法分解成二個子數的和數，所以幻式個數 0 個。 

2. 母數 2，2=1+1, 幻式個數 1 個。 

3. 母數 3，3=2+1=1+2, 幻式個數 2 個。 

4. 母數 4，4=3+1=2+2=1+3, 幻式個數 3 個。 

5. 母數 5，5=4+1=3+2=2+3=1+4, 幻式個數 4 個。 

6. 母數 6，6=5+1=4+2=3+3=2+4=1+5, 幻式個數 5 個。 

7. 母數 7，7=6+1=5+2=4+3=3+4=2+5=1+6, 幻式個數 6 個。 

8. 母數 8，8=7+1=6+2=5+3=4+4=3+5=2+6=1+7, 幻式個數 7 個。 

二子數型母數 1 2 3 4 5 6 7 8 

加法幻式個數 0 1 2 3 4 5 6 7 

 

三三三三、、、、    依定義找出三子數型的加法幻式個數依定義找出三子數型的加法幻式個數依定義找出三子數型的加法幻式個數依定義找出三子數型的加法幻式個數    

1. 母數 1 和母數 2，因為皆無法分解成三個子數的和數，所以幻式個數皆 0 個。 

2. 母數 3，3=1+1+1, 幻式個數 1 個。 

3. 母數 4，4=2+1+1=1+2+1=1+1+2, 幻式個數 3 個。 

4. 母數 5，5=3+1+1=2+2+1=2+1+2=1+3+1=1+2+2=1+1+3, 幻式個數 6 個。 

5. 母數 6，6=4+1+1=3+2+1=3+1+2=2+3+1=2+2+2=2+1+3=1+4+1=1+3+2=1+2+3=1+1+4,  

幻式個數 10 個。 

6. 母數 7，7=5+1+1=1+5+1=1+1+5=4+2+1=4+1+2=2+4+1=2+1+4=1+4+2=1+2+4=3+3+1 

=3+1+3=1+3+3=3+2+2=2+3+2=2+2+3,幻式個數 15 個。 

7. 母數 8，8=6+1+1=1+6+1=1+1+6=5+2+1=5+1+2=2+5+1=2+1+5=1+5+2=1+2+5=4+3+1 

=4+1+3=3+4+1=3+1+4=1+4+3=1+3+4=3+3+2=3+2+3=2+3+3=4+2+2=2+4+2 

=2+2+4, 幻式個數 21 個。 

三子數型母數 1 2 3 4 5 6 7 8 

加法幻式個數 0 0 1 3 6 10 15 21 
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四四四四、、、、    依定義找出四子數型的加法幻式個數依定義找出四子數型的加法幻式個數依定義找出四子數型的加法幻式個數依定義找出四子數型的加法幻式個數    

1. 母數 1、2、3，因為皆無法分解成四個子數的和數，所以幻式個數皆 0 個。 

2. 母數 4，4=1+1+1+1, 幻式個數 1 個。 

3. 母數 5，5=2+1+1+1=1+2+1+1=1+1+2+1=1+1+1+2, 幻式個數 4 個。 

4. 母數 6，6=3+1+1+1=1+3+1+1=1+1+3+1=1+1+1+3=2+2+1+1=2+1+2+1=2+1+1+2 

=1+2+2+1=1+2+1+2=1+1+2+2, 幻式個數 10 個。 

5. 母數 7，7=4+1+1+1=1+4+1+1=1+1+4+1=1+1+1+4=3+2+1+1=3+1+2+1=3+1+1+2 

=2+3+1+1=2+1+3+1=2+1+1+3=1+3+2+1=1+3+1+2=1+2+3+1=1+2+1+3 

=1+1+3+2=1+1+2+3=2+2+2+1=2+2+1+2=2+1+2+2=1+2+2+2, 

幻式個數 20 個。 

6. 母數 8，8=5+1+1+1=1+5+1+1=1+1+5+1=1+1+1+5=4+2+1+1=4+1+2+1=4+1+1+2 

=2+4+1+1=2+1+4+1=2+1+1+4=1+4+2+1=1+4+1+2=1+2+4+1=1+2+1+4 

=1+1+4+2=1+1+2+4=3+3+1+1=3+1+3+1=3+1+1+3=1+3+3+1=1+3+1+3 

=1+1+3+3=3+2+2+1=3+2+1+2=3+1+2+2=2+3+2+1=2+3+1+2=2+2+3+1 

=2+2+1+3=2+1+3+2=2+1+2+3=1+3+2+2=1+2+3+2=1+2+2+3=2+2+2+2, 

幻式個數 35 個。 

四子數型母數 1 2 3 4 5 6 7 8 

加法幻式個數 0 0 0 1 4 10 20 35 

 

五五五五、、、、    歸納結果的規律性並推演出假設公式歸納結果的規律性並推演出假設公式歸納結果的規律性並推演出假設公式歸納結果的規律性並推演出假設公式    

1. 將母正整數與二子數型加法幻式個數依序排列，其結果如下： 

 

母自然數N 二子數型幻式個數

2

3

4

5

1

2

3

4
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調整母正整數幻式個數，發現  N=2,2-1=1,N-1=1; N=3,3-1=2,N-1=2 

          N=4,4-1=3,N-1=3  ∴調整式（N-1） 

 

任意二子數型母正整數 N 的加法幻式個數的公式是（N-1） 

公式代回驗證母數 6、7、8 的幻式個數分別為 5、6、7，結果皆符合。 

2. 將母正整數與三子數型加法幻式個數依序排列，並將幻式個數那數列相鄰兩數相減

形成 A 數列的公差是 1 為止，其結果如下： 

 

調整母正整數 N A，發現  N=3,3-1=2,N-1=2; N=4,4-1=3,N-1=3 

N=5,5-1=4,N-1=4  ∴調整式(N-1)/1 

        調整 A三子數型幻式個數時，發現  N=3,2×1/2=1,2×(N-2)/2=1; 

          N=4,3×2/2=3,3×(N-2)/2=3; N=5,4×3/2=6,4×(N-2)/2=6   ∴調整式(N-2)/2 

 二子數型

母自然數N 
 (N-1)

幻式個數

2
 (2-1)=1

1

3
 (3-1)=2

2

4
 (4-1)=3

3

5
 (5-1)=4

4

母自然數N 

三子數

型幻式

個數

A

3 1

3-1=2 2

4 3

6-3=3 3

5 6

10-6=4 4

6 10

15-10=5 5

7 15
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最後合併推演出三子數型任意母數 N 的加法幻式個數公式如下： 

   (N-1)/1×(N-2)/2 

公式代回驗證母數 7 與 8 的幻式個數分別為 15 與 21，結果符合。 

  N=7, (N-1)/1×(N-2)/2= (7-1)/1×(7-2)/2=15 

  N=8, (N-1)/1×(N-2)/2= (8-1)/1×(8-2)/2=21 

3.將母正整數與四子數型加法幻式個數依序排列，並將幻式個數那數列相鄰兩數相減

形成 A 數列，再將 A 數列如法泡製形成 B 數列，直到數列的公差是 1 為止，其結果

如下： 

 

調整母正整數 N B，發現  N=4,4-1=3,N-1=3; N=5,5-1=4,N-1=4 

N=6,6-1=5,N-1=5  ∴調整式(N-1)/1 

        調整 B A，發現  N=4,3×2/2=3,3×(N-2)/2=3; 

母自然數N 
(N-1)

A
(N-1)X(N-2)/2

三子數型幻式個數

3 (3-1)=2 2 2X1/2=1=(3-1)X(3-2)/2 1

4 (4-1)=3 3 3X2/2=3=(4-1)X(4-2)/2 3

5 (5-1)=4 4 4X3/2=6=(5-1)X(5-2)/2 6

6 (6-1)=5
5 5X4/2=10=(6-1)X(6-2)/2 10

母自然數N 
四子數

型幻式
A B

4 1

4-1=3 3

5 4 6-3=3 3

10-4=6 6

6 10 10-6=4 4

20-10=10 10

7 20 15-10=5 5

35-20=15 15

8 35
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          N=5,4×3/2=6,4×(N-2)/2=6; N=6,5×4/2=10,5×(N-2)/2=10 

          ∴調整式(N-2)/2 

        調整 A四子數型幻式個數，發現  N=4,3×1/3=1,3×(N-3)/3=1; 

          N=5,6×2/3=4,6×(N-3)/3=4; N=6,10×3/3=10,10×(N-3)/3=10 

          ∴調整式(N-3)/3 

最後合併推演出四子數型任意母數 N 的加法幻式個數公式如下： 

  (N-1)/1×(N-2)/2×(N-3)/3 

公式代回驗證母數 7 與 8 的幻式個數分別為 20 與 35，結果符合。 

      4.依據前面研究結果發現在母正整數 N 時， 

        二子數型的加法幻式個數的公式是
1

)1( −N
一個式子; 

        三子數型的加法幻式個數的公式是
2

)2(

1

)1( −− N
X

N
二個式子連乘積; 

四子數型的加法幻式個數的公式是
3

)3(

2

)2(

1

)1( −−− N
X

N
X

N
三個式子連乘積; 

我們預測五子數型的幻式個數假設公式可能如下： 

 
4

)4(

3

)3(
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)1( −−−− N
X

N
X

N
X

N
四個式子連乘積 

依此類推我們更大膽假設在母正整數 N 時，m 子數型的幻式個數公式可能如下： 
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3
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m

mN
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N
X
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由左至右(m-1)個式子連乘積。 

    

母自然數N 
(N-1)

B
(N-1)X(N-2)/2

A
(N-1)X(N-2)/2X(N-3)/3 四子數

型幻式

個數
4 (4-1)=3 3 3X2/2=3=(4-1)X(4-2)/2 3 3X1/3=1=(4-1)X(4-2)/2X(4-3)/3 1

5 (5-1)=4 4 4X3/2=6=(5-1)X(5-2)/2 6 6X2/3=4=(5-1)X(5-2)/2X(5-3)/3 4

6 (6-1)=5 5 5X4/2=10=(6-1)X(6-2)/2 10 10X3/3=10=(6-1)X(6-2)/2X(6-3)/3 10

7 (7-1)=6
6 6X5/2=15=(7-1)X(7-2)/2 15 15X4/3=20=(7-1)X(7-2)/2X(7-3)/3 20

8 (8-1)=7 7 7X6/2=21=(8-1)X(8-2)/2 21 21X5/3=35=(8-1)X(8-2)/2X(8-3)/3 35
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六六六六、、、、演繹驗證假設公式是否能通過大數考驗演繹驗證假設公式是否能通過大數考驗演繹驗證假設公式是否能通過大數考驗演繹驗證假設公式是否能通過大數考驗 

    目前的假設公式是根據較小母數推演出來的，至於是否能通過較大母數與其它子數型

的考驗就是我們接著要做的驗證工作。 

首先我們想繼續求出四子數型母數 9 與 10 的加法幻式個數，以及五子數型較小母數的

加法幻式個數，再將其結果對照我們推演假設的公式所求得之結果是否符合？ 

結果若能符合就代表我研究自創的幻式個數公式能通過大數考驗並且適用於所有子數

型的母數。 

1. 因母數愈大時，用傳統方法求解會愈費時費力，所以首先觀察四子數型母數 4

到 8 

  的加法幻式發現可分類成下列幾種類型：     

四同型（aaaa）：幻式個數 1 個 

三同一異型（aaab）（aaba）（abaa）（baaa）：幻式個數 4 個 

二同二異型（aabc）（aacb）（abac）（abca）（acab）（acba）（baac）（baca）（bcaa）

（caab）（caba）（cbaa）：幻式個數 12 個 

二對型（aabb）（abab）（abba） 

（baab）（baba）（bbaa）：幻式個數 6 個 

四異型（abcd）（abdc）（acbd）（acdb）（adbc）（adcb） 

（bacd）（badc）（bcad）（bcda）（bdac）（bdca） 

（cabd）（cadb）（cbad）（cbda）（cdab）（cdba） 

（dabc）（dacb）（dbac）（dbca）（dcab）（bcba）：幻式個數 24 個 

2.用類型方法求出四子數型母數 9 的加法幻式個數並驗證假設公式 

母數9，9＝6+1+1+1（aaab型4個）＝5+2+1+1（aabc型12個）＝4+3+1+1（aabc型12

個）＝4+2+2+1（aabc型12個）＝3+2+2+2（aaab型4個）＝3+3+1+2（aabc

型12個 ）。所以加法幻式共4X2+12X4=56個。 

驗證：m=4,N=9代入假設公式X(N-1)(N-2)(N-3)=X8X7X6=56, 

符合類型方式求出的結果56個。 
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      3.用類型方式求出四子數型母數10的加法幻式個數並驗證假設公式 

母數10，10＝7+1+1+1（aaab型4個）＝6+ 2+1+1（aabc型12個）＝5+3+1+1(aabc型

12個)＝5+2+2+1（aabc型12個)＝4+4+1+1（aabb型6個）＝4+3+2+1(abcd

型24個）＝4+2+2+2（aaab型4個）＝3+3+3+ 1（aaab型4個）＝3+3+2+2

（aabb型6個）。 

所以加法幻式共 4X3+6X2+12X3+24X1=84 個。 

驗證：m=4,N=10代入假設公式X(N-1)(N-2)(N-3)=X9X8X7=84, 

符合類型方式求出的結果84個。 

4.用定義方式求出五子數型較小母數的加法幻式個數並驗證假設公式 

  母數 5，5=1+1+1+1+1, 加法幻式 1 個。 

驗證：m=5,N=5 代入假設公式 X(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)= X4X3X2X1=1, 

符合定義方式求出的結果 1 個。 

母數 6，6=2+1+1+1+1=1+2+1+1+1=1+1+2+1+1=1+1+1+2+1=1+1+1+1+2 

 加法幻式 5 個。 

驗證：m=5,N=6 代入假設公式 X(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)= X5X4X3X2=5, 

符合定義方式求出的結果 5 個。 

母數 7，7=3+1+1+1+1=1+3+1+1+1=1+1+3+1+1=1+1+1+3+1=1+1+1+1+3 

  =2+2+1+1+1=2+1+2+1+1=2+1+1+2+1=2+1+1+1+2=1+2+2+1+1 

=1+2+1+2+1=1+2+1+1+2=1+1+2+2+1=1+1+2+1+2=1+1+1+2+2 

加法幻式 15 個。 

驗證：m=5,N=7 代入假設公式 X(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)= X6X5X4X3=15, 

符合定義方式求出的結果 15 個。 

母數 8，8=4+1+1+1+1=1+4+1+1+1=1+1+4+1+1=1+1+1+4+1=1+1+1+1+4 

  =3+2+1+1+1=3+1+2+1+1=3+1+1+2+1=3+1+1+1+2=1+3+2+1+1 

=1+3+1+2+1=1+3+1+1+2=1+1+3+2+1=1+1+3+1+2=1+1+1+3+2 
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=2+3+1+1+1=2+1+3+1+1=2+1+1+3+1=2+1+1+1+3=1+2+3+1+1 

=1+2+1+3+1=1+2+1+1+3=1+1+2+3+1=1+1+2+1+3=1+1+1+2+3 

=2+2+2+1+1=2+2+1+2+1=2+1+2+2+1=1+2+2+2+1=2+2+1+1+2 

=2+1+2+1+2=1+2+2+1+2=2+1+1+2+2=1+2+1+2+2=1+1+2+2+2 

加法幻式 35 個。 

驗證：m=5,N=8 代入假設公式 X(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)= X7X6X5X4=35, 

符合定義方式求出的結果 35 個。 

      5.由以上驗證結果發現假設公式均能通過其它子數型與較大母數的考驗，所以此公式

可以適用於所有子數型的任何母數。 

陸陸陸陸、、、、    討論與結論討論與結論討論與結論討論與結論    

一、根據定義在較小母數下的不同子數型所求出的加法幻式個數系統整理成下表： 

 母數 1 母數 2 母數 3 母數 4 母數 5 母數 6 母數 7 母數 8 

二子數型 0 1 2 3 4 5 6 7 

三子數型 0 0 1 3 6 10 15 21 

四子數型 0 0 0 1 4 10 20 35 

 

二、由上表發現二子數型的母數減 1 便是加法幻式個數，則加法幻式個數以母數 N 表示便

是(N-1)個。 

三、三子數型的幻式個數那行數列相鄰兩數相減形成新數列，而且相鄰兩數皆相差 1，再

反向套入與母數 N 之間的規律關係，推演出三子數型的幻式個數以母數 N 表示是

2

)2(

1

)1( −− N
X

N
個。 

四、四子數型的幻式個數那行數列相鄰兩數相減形成新數列，再將新數列如法泡製直到最

後的數列公差是 1 為止，再反向套入與母數 N 之間的規律關係，推演出四子數型的幻

式個數以母數 N 表示是
3

)3(

2

)2(

1

)1( −−− N
X

N
X

N
個。 

五、發現二、三、四子數型加法幻式個數的假設公式分別是由 1、2、3 個式子合併的連乘

積，因此推論 m 子數型的假設公式是由左至右(m-1)個式子的連乘積。 
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加法幻式個數的假設公式是
)1(

)]1([

3

)3(

2

)2(

1

)1(

−

−−
•••

−−−

m

mN
XX

N
X

N
X

N
個。 

六、為了演繹驗證加法幻式個數的假設公式是否能通過大數考驗，因此繼續求出四子數型

而母數是 9、10（利用類型方法）與五子數型而母數是 5、6、7、8（利用定義方法）

的加法幻式個數，因母數愈大或子數愈多時，用定義方法求加法幻式個數會很繁雜費

時，所以化繁為簡另創類型方法來間接求得，其所有結果皆與假設公式算出之結果完

全符合，因此加法幻式個數的公式能適用於任意子數型的所有母數。 

七、一個母數 N 若可分解成二個或二個以上子數 m 之和數，則經由排列組合可形成不同形

式的加法式子，其加法幻式個數的終極速算式如下： 

     
)1(

)]1([

3

)3(

2

)2(

1

)1(

−

−−
•••

−−−

m

mN
XX

N
X

N
X

N
=(N-1)!/(m-1)!(N-m)!=C 

N-1
m-1 

由左至右(m-1)個式子連乘積,其中 N,m 皆是正整數。 
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